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Chapitre IV

" Systéme de N points matériels en interaction
Application: Probléme d’un systéme a deux corps

V-1 Définitions:

- Un systéme de N points matériels est discontinue lorsque la distance entre
les points qui le constitue est finie.

- Un systéme de points matériels est dit continue lorsque la distance entre ses
points peut étre infiniment petite. Les solides constituent un systéme de points

© matériels continue.

- Un solide est dit indéformable au cours d’un mouvement produit par une
force extérieure lorsque la distance entre deux points quelconques de celui-ci

reste inchangé.

- Degré de liberté.

On appelle degré de liberté d'un solide, le nombre minimal de
coordonnées indépendantes qui permette de déterminer la position de ce
systéme au cours de son mouvement.

V-2 Elements cinétiques d’un systéme de N points matériels

2-1 : Schémafisation du systéme:

Considérons un systéme § deN points matériels, en mouvement par
rapport 4 un référentiel R sous I'action de leurs forces d’interaction et des
forces quwexerce le milieu extériewy sur lui. Le nombre d’inconnues dont
dépend a priori le systéme est 3N puisque chaque point a 3 degrés de liberté,

On caractérise a chaque instant I'état mécanique § par I'ensemble de N
vecteurs positions r, et N vecteurs vitesses V,, par consequent 6/N variables
doivent étre données pour connaitre I’état de §. En fait, on préfere caractériser
cet état par I’Ensemb.le des N vecteurs positions 7, et N vecteurs quantités de

mouvement F,.
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2-2 Centre d
a) centre de masse: el

Considérons un systéme de N points matériels A, A4,....... "
respective m,,......m, et un repére fixe R(0,x,y,z) qu’on suppose Galileen.

A, de masse

On appelle centre de masse G de systéme, le point donné par 1a relation

suivante;

— N —
MOG =Y mr’ 7 =0A 1
i=1
N
M::me

b) Quantité de mouvement:

La quantité de mouvement totale d’un systeme de N points matériels est
la somme des quantités de mouvement des points qui le consume,

— N — N
P=3 P =3 ml,
i=1 i=l
=* gl
V.=

. }
P s’écrit aussi, en permutant les opérateurs sommation et derivation.

2 d e 'd\
P=—{(Y mOA)
dt(*"‘ e

4

Introduisons le centre de masse G, c’est a dire le barycentre des points
matériels A affectés des masses m; .

-
Comme on a 0G =— ZmOA avec M= Zm désigne masse totale de S ,

. m i=] i=1
il vient:
P= M%,?—[R = MV(G/R)

c) Référentiel du centre se:

On appelle référentiel du centre de masse R;, associé a R, le référentiel
. P =2
en translation par rapport aR, et tel que P(G/R;)=0= W (G/RG).
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Par conséquent le centre de masse est fixe dans RG %

I Le moment cinétique d’un svstéme de N points matériels en un point O,
par rapport au référentiel R est la somme des moments cinétiques en 0 ,
de chaque point matériel.

L(0,5/R)= Y. 04, nmV(A/R)
Si O désigne un autre point, on a:

U0 $,)=30AnmV(a],)
= E (0’ 0+ O/L) Am, (A-"x)
=1lo,s L)+O'—(’MF

II en résulte que dans R, Ou

FL; - };(Gl‘r‘)c)
=0

- ~»
donc L0, 5/R,)=L{O,5IR;)

b) Théoréme de koenip relatif au moment cinétique.

s
Ce théoreme permet de relier le moment cinétique L(O, S/RG)

relatifs au moment cinétique _l—:(G.S/RG).

1(0,S/R) = L(G.5/R;) + OG A MV(G/R)

Z(G.S/R) = L(G,S|R;)

Le moment cinétique par rapport a K; donc égal au moment cinétique
en G par rapporta R

]
1
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I’énergie cinét:iql_le d’un systéme est la somme des énergies cinétiques
des points matériels qui le constituent.

Y1

E (S/R)= Z—'z—m,.l/'l (A/R)
fe=

1

b) Théoréme de Koenig relatif a I’énergie cinétique
tériel |§, par

Ce théoréme relie I’énergie cinétique d’un systéme ma
rapport a un référentiel quelconque R, a I’énergie cinétique de ce/méme
systéme par rapport au réferentiel du centre de masse R, associé a R,.

—3 —b -3
comme V(A/R)=V(A/R;)+V(G/R) d’aprés la composition des
vitesses entre R, et R, , il vient
i

i

E.=Y -;—mi( P(A/R,)+V(G/R))
puisque by m,.?( AJR))=0

EC(S/R) - é—'M,L/: ('G/i*'z‘?} +E, (S//RG)

un systeme matériel dans R, est la somme de

Donc I’énergie cinétique d’
cté de la masse totale et de son énergie

Pénergie cinétique de son centre affe
cinetique dans &;.
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Cons%dérons un systéme § et N points matériels en mouvement par rapport a
un référentiel R Galiléen. L'un de ses points A, est soumis a la force F
excercée par ensemble des autres poimts S et par des corps extérieurs a .

Si le reférentiel considéré n’est pas Galiléen, on doit ajouter les forces d’inertie

d’entrainement et de Coriolis . |
-—

La force F, qui agit sur le point matériel A est la somme de deux

contributions:

- ‘
(1) 'une F, . due 2 tout corps étranger 2 § c’est une force extérieure.
—_—
(2) lautre Y F,,, due a tout corps § différents de 4, cette contribution
]

est une force interieure.

3-2: Théordme de la quantité de mouvement

Appliquons par rapport a un référentiel Galiléen, la loi fondamentale de
la dynamique a chaque point matériel A,.

-4

=F

ext

—
-
J'"}'m

so1t . —(—ZI_R
en posant P= Y. P, = quantité de mouvement totale de S .
i

ext
i jwi

}? = Z 1?:1.'—”‘ et }}:nl = ZE F?f:l'

somme des forces extérieures sommes des forces intérieures
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Pour un systéme isolé, 'équation précédente se réduit a 7
SO AR I ... DVRUPUO B s d .
¢ n de 1a quantité de mouvemé‘ﬁ‘t’;“ﬁa‘r“'fdﬁﬁzrrt“a—ﬁirféféfé‘ﬁ'ﬁél
Galiléen d’un systéme isolé est en fait expérimentale, il en résulte que:
. |

=3 — 5
SRS

R

3 . s = , 4 A
cette annulation de la somme des forces intérieures egt as;spclée a
P'opposition des actions réciproques entre deux points matérielsF,,, + L' = 0

Ce résultat constitue la troisiéme loi de Newton.

b) Enoncé du théoréme de la quantité de mouvement.

Si on tient compte de cette annulation de la somme des forces intérieures,
la quantité de mouvement d'un systéme matériel , soumis a la force exté{i(aure,
satisfait au théoréme suivant appelé théoréme de la quantité de mouvement.

| _ =
_ |
77 M _é'

Soulignons bien que ce théoréme est relatif a un référentiel Galiléen. ’
Si ce n’est pas le cas, il faut ajouter pour chaque point matériel les for
d’inertie d’entrainement et de Coriolis. J

ces

3-3 Théoréme du moment cinétique:
entiel Galiléen R, le théoréme du moment

Appliquons pér rapport a un reféer

cinétique a chaque point matériel 4;, il vient:

i

-
d(OAL) _ 7t 7 cOAASF
____{_,_:i‘.l_"’_’-) = l')A.— AN F:,_,,— + OA, A Z F']—”
dt s

s 1, il vient

=Y OAAF ot };(()A,. A ; FM)

R

Fn sommant sur tous les point

40, 4)4)

,Zdt

— —

= M(0,£,,)+M(0, Fa)

e ———

-
o -
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I

désignent respectivement le moment cinétique total du systéme, la somme des
moments des forces extérieures et la somme des moments des forces

intérieures.
dL{0,5],) _i(0,F,)
t ! 7+ int

Or ici aussi, la conservation du moment cinétique d’'un systéme isolé par
rapport 4 un référentiel Galiléen, est en fait experimental. Il en résulte.

Pour un systéme isolé, equation précédente se reduit a

— —) -
M (0, Em) =0
Cette annulation de la somme des moments des forces intérieures doit étre
associée a la troisiéme loi de Newton.
b) Enoncé du théoréeme du mouvement cinétique.

<i on tient de cette derniére propriété des forces intérieures, le moment
cinétique d’un systéme matériel soumis a des forces extérieures satisfait au
théoréme suivant appelé théoréme du moment cinétque

s 5 B (ZZ)_/
M(O,F,.)=—0, ),

&: renére paliléen
ae® gk o e it

3-4 Théoréme de I’énergie cinétigue.

Appliquons le théoreme de I'énergie cinétique a chaque point materiel 4,

dE, 35*
dr = lx’_’f-*_; Pj—)i

En sommant sur tous les points i , on obtient

2 — d
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Introduisons I’énergie cinétique total, la puissance totale des forceﬂs___ﬂ__’,,
——extérieureset la puissance totale des forces interieures; respectivement.” ,

= E Em' Pm = Z Pm—»i
PM "y Esz—li

i g

et

dE.
il vient dr Fui + Py
ou dE =06W,_, + oW,

en désignant par oW, =P,dt e OW,=PH,dt les travaux élementaires

des forces extérieures et intérieures.

Si I'on intégre entre deux dates quelconque, on trouve. AE, =W, + Wit

d’ou I'énoncé: la variation d’énergie cinétique est égale a la somme des travauXx
des forces extérieures et des forces intérieures.

b) Cas d’un ame isolé:

Dans le Cas ou le systéme est isolé, le théoréme précédent se réduit a, puisque
oW, =0

dE = 8W,, ce qui donne AE =W,
Notons que, a priori que 6W,, # 0 alors que ﬁ;‘ =0 et I_Vf (0, Em): 0

3-5 Energie potentielle, Energie mécanique, théoréme
de I'énergie mécanique.

a) Energie potentielle
Certaines forces extérieures et intérieures sont telles que leurs travaux

ne dépendent pas du chemin suivi par les points d’applications.
Ces travaux élementaires peuvent alors s’écrire sous la forme différentielles de

fonctions appelées énergies potentielles.

SW,=—dE,.. et
5 int = —_CII’:

point
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e Par d;é_lfl_;nitiog, on appelle énérgie mécanique d’un systéme S la somme de
energie cinétique et de son energie potentielle:

+ E

p.int

E,=E +E, avec E,=E

“pext
Théoréme de I’énergie mécanique
Distinguons dans les forces qui s’éxercent sur un systéme celles qui

?érivent d’pne énergie potentielle des autres. Les travaux élementaires des
orces extérieures et intérieures peuvent se mettre sous la forme.

oW, =~dE, , + W= =—dE, , +Prdt

o int :_dEp,im'l'é I.’;f:_ Ep.int +Pi:fdf
ou oWzx ; OWy désignent les travaux élementaires des forces qui ne
dépendent pas d’une énergie potentielle et P© , P~ les puissances
correspondantes.

dE, =—dE,,, + W — dE, . + W

soit d(E,+E,,, +E,, )= W+ 5Wx
= Prdt + Prdt
dE, = SWr + 6Wre
1T
i i Eon = pre 4 P
soit aussi T o e

En intégrant entre deux dates quelconques, il vient

AE, = Wi+ Wi

La variation d’¢énergie mécanique est donc égale a la somme des travaux
des forces extérieures et intérieures qui ne dépendent pas d’une énergie
potentielle.

d) Cas d’un systéme isolé;

'énergie mécanique d’un systéme isolé ne se conserve pas en général,
puisque 'ona AE =W} #(

o RN
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V4 Probleme d’iin sys

S

Soit un systéme formé par deux particules M, et M, de masses. . ———
respectives m, et m, en mouvement dans le référentiel galiléen

- N .
A= R( O,e,.¢,.¢€, )sous leffet de leur seule force d’interaction. Le systeme

est donc isolé.

4.1 Les éléments cinétiques du systéme:

a) Centre de masse du systeme:
Le centre de masse G d’un systéme de deux points matériels M, et M, de
masses respectives m, et m, est défini par :
—— —
0G = m, OM, +m,OM, ou Ghﬂn}l -f-sz“—‘2 =0

m, +m,

b) Quantité de mouvement:

ILa quantité de mouvement de ce systéme par rapport a R vaut:

—  — - -5 =
P=P R+ D, JR= le(M,/R) +sz(M2/R)

- (déhl) (dO—A?ll)

P | 20| dm| ——+
dt Jx at Ja

F= 4 (m OM +m,0M,), = 466

—E(m] |, 2)R—(m]+m2)gg( )2

Dans le référentiel du centre de masse d’origine G qui est en
- =

translation par rapport & RnotéR =R; = RG(G,Z ,e,,ez), la

quantité de mouvement g’écrit:

B o F R, +P/R, =mV(M, IR,)+m,V(M,/R;)
[-)-2 =m, M) +m, (Mz-)
dt R dr / Rg

__:p d —3 -
P =—(mGM, + m,GM,),

dt ’
. d :-b -

((JCI)R“ =0

D = (m, +m, )—c};

-H6 -




Ilen r.éSuIte que dans le repére de centre de masse R,, les
tcilu:—mljtés de mouvemeit de M, et M, sont opposées.
———-x¥aluons les quantités de mouvement des deux corps dans le

repere de centre de masse .

5 = dGM
PR, = m1V(M1/RG) i ml(_—l—)
4 Ry

dt
V¥ v —
PR =m, (519%) _(g_(_)_qJ
dr )y dt =,
g - Y
zp%:mfpyﬂg (O 4 m,OW,
L dt R df ]n1 -+ ”12 s
:PT/RG =m F_f;(ﬂf /R) e le(ZMl/R) _I'mzv(Mz/R) ]
L m, +m,
— B =3 - _
N P AL RO AL
| 5 1 m, +m, |
P,/R; =~P,[R, =22 [V(M,[R)- V(M,/R)]

m +m,
gl - — - - — ) gy -3 -
Notons OM, =r,, OM, =r, et r=M,M, =OM, -OM, =7, —r,, il
- -
vient en introduisant V = ['V,(MI/R) ~V(M,/R)] et
_mm,

= “— = masse réduite
m +m,

Ainsi dans le référentiel R,, la quantité de chacune des
particuics est égale a celle d’une particule fictive M , de masse
p.La particule M est défini par GM = M, M,

¢) Moment cinétique:

i) Définition: Le moment cinétique Z,(O/ R] en un point O
,d’un systéme de deux deus points matériels M, et M, de
masses respectives m, et m, en mouvement dans le référentiel

galiléen R=R(0,¢,,2,2,) , s'écrit:

— =) = —3 gl
L{O/R)= OM, AmV(M,/R)+ OM, A m,V (M, /R)

5%
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1) Théoréme de Koeng relatif au moment ciigtius =~

Ce theoréme permet de

—— oo DTN de relier le moment cinétique I O/R) au
moment cinétique L(G/R ) avec:

L(G/R,)= Gi, n mV(M,/R,)+ GM, A mgV(M,/R,)
En remplacant dans I'expression E( O/R):
OM, = OG +GM, et V(M,/R)=V(G/R)+V(M,JR,)  ie{1,2},

on trouve:

——s

— L s -3
L(O/R)= OG A(m, +m,)V(G/R)+ L(G/R,)
iii) Expression du moment cinétique_z,(G/RG):

En substituant dans Pexpression E( G/R,) :

o - - — m,m,
Pz/RG:mEV(Mz/RG):_Pl/RG:"mlv(Mt/RG) et u=

m+m

on trouve: - e 1 b g o o
L(G/R,)=(GM, - GM,) A uV = M,M, A 1V

En posant GM =7'= AFM, il vient Z(G/RG) =T AUV

On conclut que le moment cinétique d’un systéme de deux
points matériels en mouvement par rapport au repere
barycentrique d’origine G est égal a celui d’une particule fictive

m,m,
m, +m,

M, de masse [ = , de vitesse V Sa position est repérée

par 7= GM.
d) Energie cinétique:
i) Définition:

I’énergie cinétique d’un systeme de deux deus points matériels
M, et M, de masses respectives m, et m, en mouvement dans

le référentiel galiléen R = R((),?x, é’y,é’z) ,vaut

- 53 -
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5 imIV”(M /R) + %mzw (M,/R)

i) Théoréme de Koenig relatif a 'énergie cinétique:

En substituant dang Iexpression de g

- o5 =

V(M./R)=V(G/R)+ V(M,JR,) i{1,2} eten tenant compte que
g - . =3

’"1V(M17’RG)+ sz(M2 /R;)=0, on trouve la relation ci-apreés

traduisant 'énoncé du théoréme de Koenig.

L
- =§(m1 +m,)V*(G/R) + ¢

avec £ :%m,Vz(M, /RG)-F%"%VZ (Mz/RG)

c/Rg
4-2) Lois de comservation pour un systéme jsolé de
deux particules:

Pour un systéme isolé , la quantiié de mouvement et le moment
cinétique sont des constantes :

-

F,/R«FF?/R:mli}’(‘MI/R)—i-mz?(Mz/R):Cte ;
oy -3 — -3
L(O/R)=Cte et L(G/R,)=Cte

Si on suppose qs.g les forces d’interactions dérivent d’une
énergie potenticile, alors I'énergie ménique est une constante

gnu_‘canit{ut == (:rte'
4-3) Equations du mouvement d’un systéme isolé de
deux points matériels:

a) Equations de mouvement dans R_;

Soit F, ,, la force exercée par la particule M, sur la particule M,.
En appliquant Ia loi fondamentale de Ia dynamique 2 la

particule M, uniquement:
g -~
m ,_.("_ ,(M /1‘),)). = ;’9 s0it M d.v = 7’
! dt i o dt », SR
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——— = == ~~T)OAC , tOGL se passeé comme si '1a"pafﬁaa1é‘ﬁctw"

< ) . \ " Pe dn
était soumise a une force centrale puisque portée par I E

. : u
outre, les mouvements de M, et M, dans K S€ dédl_{‘_sir_‘f_fi,_,_,,-w- St
e —mouvement d&'M; en effet: .
» —a —
m,GM, +m,GM, =0
—_ ap Y —_— PR —3
GM, GM, M -GM, MM, _ GM_
m, m, m, +n, m +m, Myt
— W GM e e mGM
GM, == &t GM: =", +m,
m, +n,
plus faible

Remarque: Si I'une des particules a une masse beaggglég P T position
que l’autre , elle peut atre assimilée a 1a particule ’

de la seconde coincidant avec le centre de masse G.
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